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Streszczenie popularnonaukowe

Pojecie grupy jest jednym z najbardziej elementarnych i zarazem najwazniejszych poje¢ w mate-
matyce. Stuzy ono do opisu symetrii réznorakich obiektow.

Symetrie maja podstawowe znaczenie w naszym rozumieniu $wiata, zaréwno w makro- jak i w
mikroskali. W tym pierwszym przypadku, symetrie czasu i przestrzeni odpowiadaja za podstawowe
prawa zachowania, bedace fundamentem wspélczesnej fizyki. W skali mikro, symetrie czastek de-
terminuja ich wlasnosci chemiczne, co na przyktad lezy u podstaw intrygujacych wlasnosci biatek.

7Z tych powodéw teoria grup, czyli dziedzina matematyki, ktérej celem jest badanie wtasnosci grup,
czyli zbioréw symetrii, znajduje szerokie zastosowania. Niniejszy projekt dotyczy badan wltasnie w
zakresie tej teorii. Jest ona podstawowym narzedziem pracy kazdego matematyka, ale uzywaja jej
rowniez fizycy, chemicy, biolodzy, a w ostatnich latach takze informatycy.

Galaz teorii grup, w ktoérej pracujemy, to tak zwana geometryczna teoria grup — w skrocie GTG.
Jest to stosunkowo mloda dziedzina, ktéra rozwinela sie w ostatnich trzydziestu latach, czerpiac
zagadnienia i narzedzia z, miedzy innymi: kombinatorycznej teorii grup, topologii algebraicznej i
geometrii rézniczkowej. W GTG badamy nieskoniczone grupy postugujac si¢ gtownie narzedziami
geometrycznymi. W duzym przyblizeniu mozna powiedzie¢, ze staramy sie wyposazyé grupe w
pewna strukture geometryczna, by potem, z wlasciwosci tej ostatniej, wywnioskowac algebraiczne
wlasnosci samej grupy. Taka strategia jest pieknym przyktadem sytuacji kiedy dwa, pozornie nie-
powiazane podejécia do problemu — geometryczne i algebraiczne — zastosowane wspélnie owocuja
bardzo silnymi narzedziami. W istocie, spojrzenie na grupy jako na obiekty geometryczne pozwolito
dokonaé przetomowych odkry¢ dotyczacych ich struktury, na przyktad w przypadku automorfizmow
zewnetrznych grup wolnych.

Ogélnym celem naszego projektu jest wlasnie takie podejscie: chcemy wyposazyé pewne szcze-
gélne grupy w struktury geometryczne, ktére pozwolg nam na lepsze zrozumienie tych grup. Naszym
gléwnym narzedziem, za pomoca ktérego badaé bedziemy te struktury jest, szeroko rozumiana,
niedodatnia krzywizna. To pojecie, majace swoje zréodla w geometrii rézniczkowej, jest jednym z
podstawowych metod wspétczesnej GTG, i zrodlem spektakuarnych jej sukceséw w ostatnich la-
tach. Warto tutaj wspomnie¢ o rozwiazaniu kilka lat temu wirtualnej hipotezy Hakena przez Agola
i Wise’a, ktérzy uzywali niedodatnio zakrzywionych kompleksow kostkowych.

Pierwszym obiektem, ktéry chcemy zbadaé¢ uzywajac niedodatniej krzywizny sa grupy Artina. To
klasa grup znana od bardzo dawna, intensywnie badana i wciaz tajemnicza. Hipotetycznie grupy
Artina maja mnéstwo przyjemnych wlasnosci, ale nikt nie potrafi tego dowiesé. Co wiecej, ciagle
probuje sie wyposazy¢ grupy Artina w jakie$ interesujace niedodatnio zakrzywione struktury geome-
tryczne, ale udaje sie to tylko w bardzo specyficznych przypadkach. Oryginalnosé naszego podejscia
polega na uzyciu nowych, kombinatorycznych wariantéw niedodatniej krzywizny. W ciagu ostatnich
kilku lat rozwineliémy znaczaco teorie opisujaca te narzedzia i wierzymy, ze jesteSmy gotowi jej te-
raz skutecznie uzy¢. Po wyposazeniu grup Artin w strukture niedodatniej krzywizny uzyjemy jej do
pokazania nowych algebraicznych, algorytmicznych, i geometrycznych w duzej skali wlasnosci tych
grup.

Kolejnym celem projektu jest badanie interesujacych przestrzeni topologicznych zwiazanych z
grupami hiperbolicznymi w sensie Gromowa i z grupami Coxetera — waznymi klasami grup o niedo-
datniej krzywiznie kombinatorycznej. Przestrzenie te, zwane brzegami Gromowa i brzegami CAT(0)
stanowia jeden z pomostéw miedzy teoria grup, a topologia i analizg na przestrzeniach metrycz-
nych. W chwili obecnej nie jest jasne jakie przestrzenie topologiczne moga sie tu pojawia¢. Chcemy
odpowiedzie¢ na to pytanie.

Ponadto planujemy uzy¢ niedodatniej krzywizny kombinatorycznej do uzyskania nowych metod
konstrukcji nieskoniczonych grup o interesujacych wlasnosciach. Chcemy réwniez pokazaé, ze “wigk-
sz0$¢” nieskoniczonych grup dopuszcza strukture niedodatniej krzywizny kombinatorycznej. Innymi
stowy, planujemy pokazaé, ze bycie niedodatnio zakrzywiona jest “typowym zjawiskiem” wéroéd grup
nieskonczonych.



