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Nieréwnos¢ Hardy’ego

W matematyce bardzo wazng rolg odgrywaja wszelkiego rodzaju réwnosci i tozsamoSci. Precyzyjniej mé-
wiac, dla matematyka interesujace jest gdy jakas wielkos$¢ zalezna od pewnego parametru jest réwna innej
wielkosci, ktéra rdwniez zalezy od rzeczonego parametru, cho¢ pozornie w inny sposéb. Powszechnie znanym
przyktadem takiej rownosSci moze by¢ Twierdzenie Pitagorasa, mowiace ze w kazdym tréjkacie prostokatnym
suma kwadratéw dlugosci przyprostokatnych jest réwna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej. W tym
przypadku zmiennym parametrem jest trojkat prostokatny. Innym popularnym przyktadem jest jedynka trygo-
nometryczna. Ta tozsamo$¢ méwi o tym, ze suma kwadratéw sinusa i cosinusa tego samego kata jest zawsze
réwna jeden. Oczywiscie, obie wymienione funkcje trygonometryczne zaleza od kata, ale suma ich kwadratéw
jest juz od niego niezalezna.

Poza réwnosciami dla matematykow bardzo wazne s3 nieréwnosci. Ich istota polega na tym, aby z dwéch
zmiennych wielkosci jedna zawsze byta wigksza (wtedy méwimy o nieréwnosci ostrej) lub nie mniejsza (taka
nieréwno$¢ nazywamy staba) od drugiej. Znanym przyktadem moze by¢ wiasnosé dtugosci bokéw w tréjka-
tach. Suma dlugosci dowolnych dwoéch bokéw trdjkata jest zawsze (ostro) wigksza od dlugosci trzeciego boku.
Te wlasciwos¢ nazywamy nieréwnoscia tréjkata. Warto postuzy¢ si¢ w tym miejscu jeszcze jednym przykla-
dem, tym razem zaczerpnigtym z fizyki. W 1927 roku Werner Heisenberg zaobserwowat i skonstatowat regute,
ktdra dzi§ nazywamy zasadq nieoznaczonosci lub nierownosciq Heisenberga. Opisuje ona pewien fenomen na-
tury rzeczywistosci. Mianowicie, nie mozna wyznaczy¢ jednocze$nie doktadnego potozenia i pedu czasteczki;
iloczyn btedéw pomiaréw jest zawsze (stabo) wigkszy od stalej Plancka podzielonej przez 4x. Reasumujac,
nieréwnosci petnia rolg rownie wazna jak tozsamosci, a przy tym, jak si¢ okazuje, wystepuja o wiele czesciej
w przyrodzie i w matematyce.

Gléwnym celem niniejszego projektu jest zbadanie nieréwnos$ci znanej w Swiecie matematyki, a konkret-
niej w $§wiecie analizy harmonicznej, pod nazwa nieréwnosci Hardy’ego. Pochodzi ona od brytyjskiego ma-
tematyka dwudziestego wieku oraz wielkiego fana krykieta Godfrey’a Harolda Hardy’ego. Poréwnywanymi
wielkoSciami sa tutaj suma wspotczynnikow rozwinigcia pewnej (uogélnionej) funkcji w zadanej bazie ortogo-
nalnej oraz wielkoS¢ tejze funkcji mierzona ustalong norma. Wspomniang baza moze by¢ uklad nieskoniczenie
wielu funkcji, ktéry ma nastgpujaca wlasnosé: znajac jedynie wspdélczynniki rozwinigcia w rzeczonej bazie
funkcji pochodzacej z pewnej duzej przestrzeni funkcyjnej mozna odtworzy¢ t¢ funkcje. Rézne uktady ortogo-
nalne pojawiaja si¢ w matematyce bardzo czgsto, a wtasnosci reprodukcyjne odgrywaja kluczowa rolg w wielu
rozumowaniach. Priorytetem tego projektu jest ustalenie formy nieréwnosci Hardy’ego w wielu kontekstach,
ktére pojawiaja si¢ w innych dziedzinach matematyki i fizyki, np. w réwnaniach rézniczkowych. Intencja apli-
kanta jest réwniez otrzymanie wyniku mozliwie ogélnego i abstrakcyjnego, ktéry bedzie mégt by¢ stosowany
w réznych szacowaniach, czgsto niezbednych dla rozwigzania innych postawionych probleméw. Ostatecz-
nym celem jest pelne scharakteryzowanie nieréwnosci Hardy’ego na przestrzeniach typu jednorodnego, ktore
w ostatnich pigciu dekadach zaczely pelni¢ fundamentalng rolg w analizie matematyczne;.

Kluczowym powodem podjgcia opisanej tematyki jest proba otrzymania nieréwnosci, ktéra mogtaby by¢
przydatna w wielu innych problemach jakie wyrastaja na gruncie analizy harmonicznej. Takie zadanie wy-
maga rozwinigcia aparatu matematycznego znanego dotychczas oraz wypracowania pewnych catkowicie ory-
ginalnych metod. Lepsze zrozumienie konceptéw relatywnie nowych w §wiecie nauki, takich jak wspomniane
przestrzenie typu jednorodnego, jest dodatkowa korzysScia, ktéra moze wyniknac z realizacji tego projektu, w
konsekwencji wzbogacajac specjalistyczng literaturg. Ponadto niewatpliwg zaleta znalezienia odpowiedzi na
postawione pytania bytby bliski zwiazek badanych obiektéw z fizyka.



