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Streszczenie popularnonaukowe

Transformata Hilberta funkcji f : R — R definiowana jest przy pomocy calki singularnej:
L[ f(s)
Hf(t)=—pv ds.
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Jest to jedno z podstawowych pojec¢ analizy harmonicznej, ktére ponadto odgrywa wazna role w
innych obszarach matematyki, a takze w analizie sygnatéw. Juz David Hilbert dowiédl w 1905 roku,
ze H f jest ,tego samego rzedu wielkoéci”, co f. Sciélej méwiac: f oraz H f majq réwne normy L?:
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W 1928 roku Marcel Riesz udowodnil podobne oszacowanie dotyczace norm LP, gdzie p € (1,00) —
istnieje stata A, taka, ze:
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/ N |Hf(t)|Pdt < (Ap)P / | f(t)[Pdt.
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Optymalna wartos¢ stalej A, zostata wyznaczona dopiero przez Stylianosa Pichoridesa, ktéry w swo-
jej pracy z 1972 roku wykazal, ze powyzsza nier6wnos$¢ zachodzi ze stalg A, = max{tan %, cot %},
ale staje sie nieprawdziwa, gdy wartos¢ A, jest mniejsza.

Funkcja f(t) opisuje sygnat w czasie ciaglym. W praktycznych zastosowaniach czesto jednak
rozwaza sie sygnaly z czasem dyskretnym, a wiec podwojnie nieskonczone ciagi (a,), indeksowane
liczbami catkowitymi. Z tego powodu ciekawe sa badania dotyczace dyskretnych odpowiednikéw
transformaty Hilberta. Jest jednak kilka naturalnych dyskretyzacji tego operatora. Narzucajaca sie

definicja to:
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Nieco bardziej uzyteczna okazuje sie transformata Riesza-Titchmarscha:
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Oba operatory, H oraz Hrr, byly badane przez Marcela Riesza i Edwarda Charlesa ,Teda” Titch-
marscha w latach 20. XX wieku. Ci dwaj matematycy udowodnili nieréwnosci
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z pewnymi statymi B,, C}, i wysnuli hipoteze, Ze optymalne wartosci obu stalych sa takie same, jak
statej A, zwiazanej z ciagla transformatg H. E.C. Titchmarsch podal nawet dowod tego faktu, lecz
wkrétce w jego rozumowaniu odkryto btad. Mimo wysitku wielu znamienitych matematykéow pytanie
o réwno$¢ optymalnych statych A,, B,, C, pozostawalo otwarte przez niemal wiek, z wyjatkiem
szczegolnego przypadku, gdy p = 2" lub p = 2" /(2" — 1) dla pewnegon = 1,2,...

Wzglednie latwo zauwazy¢, ze zachodza nieréwnosci C, > B, > A,. W 2017 roku Rodrigo Bafiue-
los z Purdue University i kierownik niniejszego grantu zdotali wykaza¢ rowno$¢ optymalnych statych
A, i B,. Wynik ten zostat opublikowany na tamach znakomitego czasopisma Duke Mathematical
Journal w 2019 roku. Nowatorskim elementem dowodu jest ustalenie zwiazku miedzy dyskretna
transformata Hilberta i pewna operacja dotyczaca cigglej zmiennej: transformata martyngatowa
pochodzaca od odpowiedniego dwuwymiarowego procesu dyfuzji.

Niniejszy projekt ma dwa gtéwne cele. Pierwszym jest zbadanie zakresu stosowania wspomni-
anego wyzej argumentu i opisanie klasy pokrewnych transformat, ktére moga by¢ badane w podobny
sposo6b. Drugi cel to znalezienie innych metod, ktére w ostatecznym rozrachunku by¢ moze pozwola
wykaza¢, ze optymalna wartos¢ statej C), jest taka sama, jak w przypadku statych A, oraz B,,.



