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POPULARNONAUKOWE STRESZCZENIE PROJEKTU

Jednym z najwazniejszych osiagnig¢ logiki jest aksjomatyzacja znacznych czg¢sci matematyki, czyli
sformutowanie intuicyjnie oczywistych zasad z ktérych mozna wyprowadzi¢ znane twierdzenia algebry,
analizy, geometrii czy innych kanonicznych dziatéw matematyki. Takie uktady aksjomatow, ktore pozwalaja
na odtworzenie reszty matematyki lub przynajmniej znacznych jej cze$ci nazywa si¢ teoriami podstawowymi.
Ich badanie stanowi jeden z najwazniejszych obszarow logiki.

Oprocz takich obiektow jak liczby naturalne, trojkaty, czy grafy skonczone, teorie podstawowe sg tez w stanie
opisywac¢ wilasnosci obiektow sktadniowych, takich jak ciggi znakow ze skonczonego alfabetu (czyli stowa),
ciagi stow (czyli zdania) lub ciggi zdan (czyli dowody). Co wigcej, teorie podstawowe sg w stanie zdefiniowacd,
ktore ze zdan sg ich aksjomatami. Poniewaz dowody w rozwazanych teoriach podstawowych dopuszczaja
uzycie jedynie pewnego z gory okreslonego zestawu regul, potrafimy stwierdzi¢, czy dany ciag zdan spetnia
te reguly, czyli czy jest poprawnie skonstruowanym dowodem w danej teorii. W efekcie w teoriach
podstawowych mozna przeprowadza¢ rozumowania dotyczace samych tych teorii.

Teorie podstawowe sg w stanie zdefiniowac¢ ciggi zdan bedace poprawnymi dowodami z aksjomatow danej
teorii. Pozwala to zdefiniowaé twierdzenie danej teorii jako zdanie posiadajagce dowdd. Mozna wigc pytac, czy
dana teoria jest w stanie udowodni¢, ze niektore zdania sg jej twierdzeniami, a inne — na przyktad zdania jawnie
sprzeczne — nie sq jej twierdzeniami. Okazuje si¢, ze Zadna teoria podstawowa nie jest w stanie tego zrobic —
nie jest w stanie udowodni¢, ze nie da si¢ z niej wyprowadzi¢ oczywistego absurdu. Kazda teoria podlega temu
podstawowemu ograniczeniu poznawczemu. Wynik ten, znany jako drugie twierdzenie Gddla, stanowi jedno
z fundamentalnych osiggni¢¢ logiki, a prawdopodobnie rowniez catej nauki w ogole.

Mimo, Ze zadna teoria podstawowa nie jest w stanie udowodnic, ze nie da si¢ z niej wywies¢ absurdu, wydaje
si¢, ze przyjmujac dang teori¢, powinnisSmy jednocze$nie przyjaC, ze ta teoria jest niesprzeczna.
Niesprzecznos¢ danej teorii nie moze jednak by¢ jej twierdzeniem, czyli jej jawnym zobowigzaniem. Z drugiej
strony wydaje si¢, ze zalozenie o niesprzecznosci teorii, cho¢ nie wynika z samej teorii, stanowi jednak jej
konsekwencje w silnym sensie. Nie mozna racjonalnie przyjac jakiej$ teorii i jednocze$nie uznawac, ze ta
teoria jest sprzeczna. Nie jest to kwestia jedynie naszej decyzji lub przyjetej konwencji. W takim wypadku
moéwimy, ze niesprzeczno$¢ jest zobowigzaniem niejawnym.

Klasyczne prace Alana Turinga i Solomona Fefermana odpowiadaty na pytanie, co jeszcze mozna udowodnic¢
przy zatozeniu, ze wraz z przyjeciem dowolnej teorii powinno si¢ zatozy¢ dodatkowo jej niesprzeczno$c.
Okazato sie, ze ta metoda rozszerzania teorii, rozumiana jako procedura dodawania nowych aksjomatow, daje
ten sam wynik, co zastosowanie kilku innych metod, réwniez bardzo naturalnych, ktére wydaja si¢ nie mie¢
ze sobg wiele wspolnego na pierwszy rzut oka.

W naszych badaniach staramy si¢ przede wszystkim ustali¢, jakie sa ogdlne mechanizmy powstawania
zobowigzan niejawnych teorii podstawowych. Innymi stowy, staramy si¢ opisa¢ precyzyjny i matematycznie
uchwytny sens, w jakim akceptacja danej teorii zobowigzuje nas do przyjecia np. jej niesprzecznosci. Ponadto
w naszym projekcie zamierzamy bada¢ inne mozliwe rodzaje niejawnych zobowigzan teorii, ktore nie sg tak
dobrze zrozumiane, jak zdania o niesprzecznosci i pokrewne zasady.

Podstawowym przyktadem sg tu twierdzenia teorii prawdy. Jesli akceptujemy jakas teorig, to wydaje sie, ze
akceptujemy tez na przyktad, ze aksjomaty tej teorii sg prawdziwe. W celu wyrazenia mysli o prawdziwosci
aksjomatow danej teorii, musimy przyjac szereg zalozen, ktore opisuja, jakie wlasnosci posiada pojecie prawdy.
Przyktadem takiej wlasnos$ci jest tak zwana kompozycyjnos¢, czyli zasada, ze prawdziwo$¢ zdania zalezy od
prawdziwosci jego sktadowych. Na przyktad jesli zdanie A jest prawdziwe oraz zdanie B jest prawdziwe, to
zdanie ‘4 oraz B’ tez jest prawdziwe. Istnieje wiele innych podobnych zasad badanych w tym kontekscie i
czesto nie jest do konca jasne, jaka jest ich sita. ,,Sita” moze by¢ tu rozumiana na kilka réznych, precyzyjnie
zdefiniowanych sposobow, ktore wspdlnie staraja si¢ uchwycic to, ze dana teoria (w naszym wypadku teoria
uzyskana przez dodanie predykatu prawdy) ,,moéwi wigcej” niz druga teoria (w naszym wypadku teoria bazowa
sprzed dodania do niej tego predykatu). Opisanie sily zobowigzan niejawnych teorii (w tym zasad
charakteryzujacych pojecie prawdy dla jezyka teorii) jest jednym z podstawowych celow projektu.



