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Problemy klasyfikacji w dynamice topologicznej i teorii ergodyczne;j
(Popularnonaukowe streszczenie projektu)

Uktady dynamiczne to modele proceséw zmieniajacych si¢ w czasie. Ich analiza pomaga nam zrozu-
mieé i przewidzieé¢ przysztos¢ proceséw opisywanych przy pomocy réwnan i funkcji. Matematyczna teoria
uktadow dynamicznych dostarcza nam narzedzi do analizy tych modeli. Analiza ta umozliwia nie tylko
przewidywanie zachowanie istniejacych modeli, ale takze pozwala na dowodzenie czego przy pomocy tych
modeli opisaé¢ sie nie da. Mowiac ogdlniej, matematyka potrafi nie tylko modelowaé rzeczywistoscé, ale
takze badaé wlasne ograniczenia. Najstynniejsze matematyczne niemozliwosci

e dowdd piatego aksjomatu Euklidesa na podstawie pierwszych czterech,
e kwadratura kota, czyli konstrukcja cyrklem i linijka kwadratu o polu réwnym polu danego kota.

e wyrazenie pierwiastkéw wielomianu stopnia piatego poprzez jego wspélezynniki wykonujac (skon-
czona liczbe razy) tylko cztery dzialania arytmetyczne i pierwiastkowanie.

Co ltaczy te wyniki? Méwig one o nieistnieniu rozwigzania problemu w $cisle okreslony sposob.

W czasie trwania projektu sprébujemy wykazac, ze niektore problemy klasyfikacyjne w teorii uktaddw
dynamicznych nie moga by¢ rozwiazane przy pomocy przeliczalnych algorytméw. Zauwazmy, ze nieistnie-
nie takich indukcyjnych algorytméw, to o wiele wiecej niz nieistnienie klasycznych (skonczonych) algoryt-
méw na rozwigzanie problemu. Sprébujemy takze wyznaczy¢ miejsce probleméw klasyfikacji w dynamice
topologicznej i teorii ergodycznej w ogdlnej ,hierarchii trudnosci” probleméw klasyfikacji.

Badajac jakakolwiek klas¢ obiektéw matematycznych, we naturally try to classify them. Ale c6z to
znaczy! Powiedzmy, ze interesuje nas jak rozklada sie wzrost w zbiorze wszystkich ludzi H. Z tego punktu
widzenia, dwie osoby tego samego wzrostu sa nierozréznialne (w zargonie matematycznym moéwimy, ze
naleza one do tej samej klasy réwnowaznosci). To prowadzi nas do pojecia relacji réwnowaznosci, to zna-
czy podziatu zbioru (ogétu interesujacych nas obiektéw, np. zbioru H) na rozlaczne czesci zawierajace
wszystkich cztonkéw naszego zbioru, ktérych nie jesteSmy w stanie odrézni¢ z pewnego punktu widzenia
(podzial na klasy réwnowaznosci). Teraz mozemy sklasyfikowaé nasze klasy réwnowaznodci, jesli istnieje
sposéb na powiazanie z kazda klasa jednego punktu w pewnej przestrzeni (mozemy o tym mysle¢ jak
o przypisaniu kazdej klasie réwnowaznosci konkretnej liczby), ktéry to punkt opisuje cala klase. W na-
szym przykladzie mozemy skojarzy¢ z kazdym zbiorem ludzi o tym samym wzroscie liczbe, ktéra jest
wysoko$cia kazdego cztonka klasy mierzona w centymetrach (dla uproszczenia zaokraglamy wysokosci do
liczb catkowitych). W ten sposéb tadnie sklasyfikowali$émy wszystkie klasy réwnowaznos$ci przypisujac im
liczby takie jak 167, 178 lub 201.

7 matematycznego punktu widzenia nasze skojarzenie nie moze by¢ zupetnie dowolne. Powinno mieé¢
dobre wlasciwosci strukturalne, ktére pozwalajg nam na rozwiazanie problemu znalezienia wartosci zwia-
zanej z dana klasa (obliczenie tej wartosci). W niniejszym projekcie przyjmujemy, ze wlasciwym jezykiem
do Scistego wyrazania obliczalnosci jest jezyk redukowalnosci borelowskiej. Mowiac niescisle, obiekty bore-
lowskie na przestrzeniach polskich sg definiowane za pomocs indukcyjnych protokotéw pozaskonczonych
z przeliczalng iloscig danych poczatkowych. Obiekty borelowskie mozemy indukcyjnie przyblizaé, otrzymu-
jac przyblizenia obarczone dowolnie malym btedem. Sa to wiec obiekty ,konkretne” w sposob nieosiagalny
dla funkcji powotanych do istnienia przez odwotanie sie do aksjomatu wyboru.

Cel tego projektu sprowadza si¢ wiec do obliczenia ztozonosci réznych obiektéw matematycznych
pojawiajacych sie w teorii ergodycznej i dynamice topologicznej. Podstawowa metoda, ktéra zastosujemy,
jest redukcja borelowska, czyli narzedzie stuzace do dowodzenia, ze niektére problemy klasyfikacyjne sa
niemozliwe. Pojawilo sie ono pod koniec lat 80. w pracach Friedmana i Stanleya (1989) oraz, niezaleznie,
u Harringtona, Kechrisa i Louveau. Pomyst zaczyna sie od spostrzezenia: Aby rozwiazaé¢ problem A,
zredukuj go do problemu B, dla ktérego rozwigzanie jest znane. I odwrotnie: Aby pokazaé, ze rozwiazanie
B jest niemozliwe, zacznij od znanego niemozliwego problemu A i zredukuj go do B. Jak zwykle wyglada
to znacznie tatwiejsze niz jest w rzeczywistosci. Aby skonstruowaé redukcje naszego znanego niemozliwego
problemu do problemu klasyfikacji uktadéw dynamicznych, potrzeba dobrego tych ostatnich. Zdobyciu tej
wiedzy bedzie po$wiecony ten projekt.



