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ALGORYTMICZNY NULLSTELLENSATZ

Glownym celem projektu jest konstrukcja efektywnych algorytmoéw dla pewnych pro-
bleméw kolorowania graféw przy uzyciu ulepszonej metody wielomianowej Alona i Tar-
si’ego. Podstawowa idea jest prosta: Kazdy graf mozna reprezentowaé¢ wielomianem wielu
zmiennych w taki sposob, ze "nie-pierwiastki" tego wielomianu odpowiadaja poprawnym
kolorowaniom grafu. Stynne Kombinatoryczne Twierdzenie o Zerach (ang. Combinatorial
Nullstellensatz) dostarcza warunku wystarczajacego dla istnienia kolorowan (z dowolnie
przypisanych list kolorow). Ten warunek sprowadza sie do nieznikania jednomianu o odpo-
wiednio ograniczonych wyktadnikach, w duzej mierze podobnie jak w przypadku znanego
faktu, ze wielomian (jednej zmiennej) nie moze mie¢ wiecej pierwiastkow (nad dowolnym
ciatem) niz jego stopien. Na przyktad, wykazanie, ze wielomian grafu zawiera nieznikajacy
jednomian o co najwyzej szesciennych wyktadnikach implikuje jego 4-wybieralnosc.

Naszym celem jest przeksztalcenie tej czysto algebraicznej wtasnosci wielomianu gra-
fu w efektywny algorytm znajdujacy pozadane kolorowanie z danych list kolorow (lub
wykazanie niemozliwosci takiego wyniku). To zadanie jest bardzo trudne (lub wrecz nie-
mozliwe) w og6lnosci, ale my skupiamy sie na wybranych rodzinach grafow, dla ktoérych
metoda wielomianowa okazala sie ostatnio nieoczekiwanie skuteczna. Sg to gltéwnie grafy
planarne (z dodatkowymi restrykcjami gestosciowymi lub strukturalnymi) lub pokrewne
do nich (grafy 1-planarne lub grafy biplanarne). Na przyktad, udowodniono ostatnio, ze
kazdy graf planarny moze sta¢ sie 4-wybieralny po usunieciu odpowiedniego skojarzenia.
Poniewaz dowdd opiera sie na wielomianach graféw, konkluzja twierdzenia jest znacznie
silniejsza i implikuje wersje on-line problemu kolorowania listowego.

Inna zaleta metody wielomianéw polega na tym, ze powiazany zagadnieniem koloro-
wania problem zliczania poprawnych kolorowan jest w pewnych sytuacjach tatwiejszy do
rozwiazania. W rzeczywistodci, bezposrednie zastosowanie istniejacych narzedzi algebra-
icznych czesto daje lepsze oszacowania na liczbe kolorowan z list niz dotad znane. To
wspiera nasza nadzieje na otrzymanie efektywnych algorytméw w podobnych sytuacjach,
przynajmniej w wersji randomizowane;j.

Podsumowujac, naszym zamiarem jest wykonanie systematycznych badan nad mozli-
wosciami i ograniczeniami metody wielomianowej w kolorowaniu graféw. Jest ciekawym
zjawiskiem, ze choé¢ skuteczne uzycie tej metody nie gwarantuje istnienia efektywnego
algorytmu, to jednak istniejg problemy, w ktorych dostarcza ona wystarczajacego wgladu
w strukture problemu aby ostatecznie uzyska¢ rozwiazanie o dobrych walorach algoryt-
micznych. Jest raczej nieprawdopodobne zeby udawalo sie to zawsze, chcieliby$my jednak
znalez¢ doktadniejsze warunki prowadzace w okreslonych sytuacjach do algorytmicznych
dolnych ograniczen. Po drodze do tego celu planujemy uzyska¢ postep w kilku czysto
kombinatorycznych problemach dotyczacych kolorowania listowego, jak np. w problemie
kolonii ksiezycowych (ang. the Earth-Moon problem) czy w problemie wybieralnosci gra-
fow 1-planarnych.



