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Wyzwania dynamiki niskowymiarowej w hybrydowych modelach neuronéw.

Celem projektu jest zastosowanie i rozwiniecie do$¢ niedawnych wynikow z niskowymiarowych ukta-
doéw dynamicznych w analizie ztozonej dynamiki niektérych modeli aktywnosci komoérek nerwowych,
odzwierciedlajacej skomplikowane zjawiska obserwowane w rzeczywistych uktadach. Obejmuje to uzy-
skanie nowych rezultatéw teoretycznych w oparciu o pytania powstate podczas badania tych modeli,
a nastepnie wykorzystanie tych wynikow w celu uzyskania $cistego matematycznie opisu zachowania
modelu.

Czes¢ projektu dotyczaca zastosowan pos$wiecona jest modelom neuronéw typu integrate-and-fire
(IF). Modele neuronéw typu integrate-and-fire sa szczegodlnie interesujace w kontekscie badan mate-
matycznych, gdyz naleza do uktadéw hybrydowych: sa potaczeniem ciagtych uktadéw dynamicznych
(zadanych przez réwnania rézniczkowe zwyczajne, tzw. ,uktad podprogowy”), modelujacych elektrycz-
nie pobudliwe wtasnosci komoérki nerwowej, z uktadami dyskretnymi, a mianowicie z mechanizmem
resetowania potencjatu btonowego komorki po osiggnieciu pewnego progu, co nasladuje w uproszczony
sposob emisje impulsu (potencjatu czynnosciowego). W ostatnich latach uktady hybrydowe sa obiektem
rosnacego zainteresowania ze wzgledu na mnogo$¢ zastosowanl. Kolejna klasa modeli, ktéra bedziemy
sie zajmowac, sa tzw. map-based models. Sa to dyskretne modele, w ktorych ewolucja napiecia btony
neuronowej i emisja potencjatu czynnosciowego sa wyrazone przez iteracje kawatkami gtadkich (lub ka-
walkami ciagtych) odwzorowan. Chociaz uktady te wydaja sie prostsze w poréwnaniu z hybrydowymi
i ciagltymi modelami neuronéw i raczej pozostaja abstrakcyjne z biologicznego punktu widzenia, cze-
sto powstaja jako dyskretyzacja modeli ciaggtych lub hybrydowych. Dlatego naturalne jest poréwnanie
repertuaru zachowan prezentowanych przez te dwa typy modeli i mechanizméw je generujacych.

Jednym z narzedzi matematycznych, ktore dziata efektywnie dla obu klas modeli jest teoria rotacji.
Jest to gataz teorii uktadéow dynamicznych, ktorej gtéwnym pojeciem jest tzw. liczba obrotu. Jesli ist-
nieje liczba obrotu o( f, x) punktu x przy odwzorowaniu f, to jest ona miara $redniego przemieszczenia
punktow z orbity punktu z przez odwzorowanie f. Teoria rotacji siega czaséw Henri Poincaré, ktory
opracowatl ja dla homeomorfizméw okregu. Od tego czasu matematycy rozwineli teorie rotacji m.in. dla
nieciagtych odwzorowan okregu/odcinka, dla odwzorowan pierscienia czy prostej rzeczywistej z prawie
okresowym przemieszczeniem.

W hybrydowych modelach neuronéw odwzorowania odcinka i okregu (czesto nieciagle) pojawiaja
sie¢ naturalnie w kontekscie tzw. adaptation- lub firing maps. Sa to odwzorowania, ktorych iteracje
umozliwiaja odtworzenie szeregéw czasowych kolejnych impulséw i rozréznienie miedzy jakosciowo
innymi zachowaniami komorki. Mozna tu wymieni¢ np. odpowiedz fazowa (powr6t do potencjatu spo-
czynkowego po wygenerowaniu kilku impulséw w odpowiedzi na sygnal wejsciowy), odpowiedz to-
niczna (wielokrotnie powtarzane potencjaly czynnosciowe), bursting (kilka impulsow wytwarzanych
jest w krotkim odstepie czasu, po czym nastepuje faza spoczynkowa) i oscylacje mieszane, w ktorych
,male” oscylacje podprogowe wystepuja naprzemiennie z okresami aktywnosci z jednym lub kilkoma
impulsami. W przypadku modeli dyskretnych teorie odwzorowan odcinka i okregu mozna zastoso-
waé bezposrednio do odwzorowania pierwszego powrotu zmiennej potencjatu, ktére réwniez zawiera
informacje o wlasnosciach szeregu kolejnych impulséw. Z drugiej strony, w niektérych przypadkach
nasze narzedzia badawcze zostana wzbogacone np. o metody przestrzeni fazowej (w tym dla uktadow
nieautonomicznych) i geometrycznej teorii zaburzen osobliwych. Niektore wyniki beda zilustrowane
symulacjami numerycznymi.

Podsumowujac, naszym celem jest badanie wybranych miar ztozonosci takich jak zbiory obrotu i
entropia dla pewnych klas odwzorowan niskowymiarowych, rozwiniecie niektérych metod analizy prze-
strzeni fazowej dla autonomicznych i nieautonomicznych uktadoéw ciagltych (odpowiadajacych uktadowi
podprogowemu) oraz wskazanie dalszych pytan otwartych dotyczacych wlasnosci dynamicznych tych
uktadoéw istotnych z punktu widzenia wyzej wymienionych zastosowar. Nastepnie planujemy wykorzy-
sta¢ uzyskana wiedze w jako$ciowej analizie szeregdéw czasowych impulséw oraz ztozonych oscylacji w
modelach neuronéw typu IF, w tym w modelach ze zmiennym badz dynamicznym progiem resetowa-
nia. Nasze badania obejmuja takze istotne biologicznie wtasnosci pobudliwosci neuronéw ujawnione w
tych modelach, takie jak post-inhibitory facilitation czy slope-detection. Spodziewamy sie pokazac, ze
wlasnosci te nie ograniczaja sie do modeli z dynamicznym progiem resetowania, lecz wystepuja takze
w modelach ze stalym progiem resetowania, ale zawierajacych zmienna adaptacyjna. Przypuszczamy,
ze nasze wyniki oraz opracowane metody moga znalezé wiele potencjalnych zastosowan, takze poza
obszarem neuronauk.



