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Geometria lipschitzowska przestrzeni metrycznych oraz stowarzyszone z nig teoria operatorow i
analiza harmoniczna — streszczenie, Tomasz Kania, Uniwersytet Jagiellonski.

Odlegtos¢ migdzy dwoma punktami jest liczba nieujemng, ktéra nie zalezy od tego czy
mierzymy jg od punktu poczatkowego do koncowego czy koncowego a poczatkowego, kazdy punkt
lezy w zerowej odleglosci od siebie samego oraz odleglos¢ z jednego punktu do drugiego moze tylko
wzrosna¢ jezeli po drodze pdjdziemy przez dowolny inny punkt. W matematyce zbiory z okreslonym
pojeciem odleglosci spelniajacym powyzsze warunki nazywamy przestrzeniami metrycznymi.
Przestrzenie metryczne sg wszedobylskie w matematyce, poniewaz pozwalajg unifikowaé metody z
roznych dziedzinach matematyki w naturalny sposob. Mozemy mowic¢ o przestrzeniach metrycznych
funkcji, zbiorow, czy nawet bardziej ogdlnych struktur. Odlegtosci inne niz euklidesowa, tj. ta, ktora
postugujemy si¢ w zyciu codziennym do wyznaczania odleglo$ci miedzy punktami, uzywane sa takze
w statystyce czy analizie danych.

Zdefiniowane, jak wyzej, pojecie przestrzeni metrycznej nie pozwala na dodawanie badz
skalowanie wektorow, tak jak mozemy to robi¢ na plaszczyznie czy przestrzeni trojwymiarowej. W
matematyce, przestrzenie unormowane to klasa przestrzeni metrycznych, w ktorych te operacje mozemy
wykonywa¢. Struktury te sg na tyle bogate, ze mozemy uprawia¢ w nich klasyczng analize¢
matematyczng, tj. np. moéwic o rozniczkowalnosci funkcji badz ich catkowalnosci.

Celem niniejszego projektu jest badanie pewnych naturalnych zanurzen zachowujacych
odleglos¢ ogdlnych przestrzeni metrycznych (tj. przestrzeni bez dodatkowej struktury
dodawania/skalowania) w przestrzenie unormowane. Proces ten nazywany jest budowg wolnej
przestrzeni Banacha nad przestrzeniqg metryczng i jest on przedmiotem zaawansowanych badan szybko
rozwijajacej si¢ gatezi nowoczesnej analizy matematycznej.

Jednym z zadan, ktore przed soba stawiamy jest uzywanie ciagtych przeksztatcen liniowych, tj.
takich przeksztatcen przestrzeni unormowanych, ktore w sposob ciagly potrafiag zachowywac operacje
dodawania i skalowania (sa operatorami liniowymi) do badania struktury wolnych przestrzeni po to by
moéc wydobywacé informacje o samych przestrzeniach metrycznych. O ile proces przyporzadkowywania
wolnej przestrzeni Banacha do przestrzeni metrycznej mozemy interpretowac jako przechodzenie 0
poziom wyzej, tak w niniejszym projekcie proponujemy p6js¢ o jeszcze jeden krok dalej.

Filozofia uzywania operatoréw liniowych otwiera potencjalnie furtke rozwoju innej gatezi
Matematyki, mianowicie analizy harmonicznej (wywodzacej si¢ np. z teorii przetwarzania sygnatow)
dla tych przestrzeni metrycznych, ktore majg zadang dodatkowg strukture algebraiczng potgrupy, tj.
wyposazone sag w pewne dziatanie taczne. Analiza harmoniczna jest doskonale rozwinigta dla tzw. grup
lokalnie zwartych, ale poza ta klasa obiektow algebraiczno-metrycznych niewiele wiadomo.

Ponadto, chcemy uzywac tak wypracowanego aparatu do badania tzw. geometrii duzej skali
przestrzeni metrycznych. W duzym uproszczeniu zbior liczb catkowitych oraz zbior liczb rzeczywistych
wygladaja do$¢ podobnie gdy patrzy si¢ na nie z oddali, tj. liczby zlepiajg si¢ w lini¢. W tym przypadku
powiemy, ze oba te zbiory (tak przeciez rozne) sg rownowazne w sensie geometrii duzej skali. Jednym
ze sposobow badania geometrii duzej skali jest uzycie pewnych algebr operatoré6w ograniczonych na
przestrzeni funkcji sumowalnych z kwadratem na danej przestrzeni metrycznej. W naszym projekcie
chcielibySmy pogodzi¢ 6w podejscie algebraiczne z uzyciem operatorow na wolnych przestrzeniach
Banacha.

Efektem realizacji projektu bedzie potencjalny rozwoj wazkich dziedzin matematyki (takich jak
analiza harmoniczna czy teoria operator6w) w kontekscie istotnych klas naturalnie pojawiajacych sig¢
obiektow matematycznych dla ktérych nie sg one obecnie dostepne. Ponadto, innym efektem bedzie
zaszczepienie na gruncie polskiej matematyki kierunku badan, ktory zyskuje na istotnosci w gldownym
nurcie wspotczesnej Analizy.



