
Na co dzie« zapisujemy i wykonujemy dziaªania na liczbach u»ywaj¡c dziesi¦tnego systemu
pozycyjnego. Mo»na jednak przedstawia¢ liczby naturalne w systemach pozycyjnych o dowol-
nej podstawie b ≥ 2. W naszym projekcie skupimy si¦ na badaniu pewnych interesuj¡cych
wªasno±ci takiego zapisu. Rozwa»ane problemy le»¡ na przeci¦ciu teorii liczb, kombinatoryki
oraz informatyki teoretycznej. Projekt skªada si¦ z dwóch blisko powi¡zanych ze sob¡ cz¦±ci:

A Wyst¡pienia warto±ci specjalnych funkcji blokowo addytywnych w klasach reszt.

B Wariacje na temat hipotezy Cusicka.

Pierwszy temat nawi¡zuje do wyniku uzyskanego przez Gelfonda w 1968 roku. Rozwa»aª
on funkcj¦ sb zliczaj¡c¡ sum¦ cyfr w zapisie liczb naturalnych w zapisie pozycyjnym przy pod-
stawie b. Udowodniª, »e je±li liczby b − 1,m s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to warto±ci funkcji sb
obliczone dla kolejnych wyrazów w dowolnym ci¡gu arytmetycznym (kn + a)n≥0 daj¡ z jed-
nakow¡ cz¦stotliwo±ci¡ reszty 0, 1, . . . ,m− 1 przy dzieleniu przez m. Twierdzenie Gelfonda nie
mówi jednak jak dªugo nale»y czeka¢ na pojawienie si¦ wybranej reszty. Problem ten zostaª
podj¦ty przez Morgenbessera, Shallita i Stolla, którzy uzyskali satysfakcjonuj¡ce rozwi¡zanie
dla sytuacji b = 2, a = 0,m = 2, to znaczy parzysto±ci sumy cyfr w binarnym przedstawieniu
liczby kn. Taki dobór parametrów nie jest przypadkowy poniewa» wówczas rozwa»ana warto±¢
s2(kn) mod 2 jest równa kn-temu wyrazowi sªynnego ci¡gu Thuego�Morse'a. Morgenbesser,
Shallit i Stoll uzyskali optymalne ograniczenie górne zale»ne jedynie od k na minimaln¡ liczb¦
n, dla której warto±¢ s2(kn) jest nieparzysta. Otrzymali tak»e sªabsze ograniczenie w ogólnym
przypadku. Celem naszych bada« b¦dzie rozszerzenie tych wyników na inne specjalne funkcje
blokowo addytywne, charakteryzuj¡ce zapis pozycyjny liczb naturalnych. Przede wszystkim,
chcemy rozwa»y¢ analogiczny problem powstaªy przez zast¡pienie sumy cyfr funkcj¡ zliczaj¡c¡
wyst¡pienia ustalonego bloku kolejnych cyfr w zapisie pozycyjnym n. W szczególno±ci, dla
bloku cyfr binarnych 11 otrzymujemy inny dobrze znany ci¡g, zwany ci¡giem Rudina�Shapiro.
Eksperymentalne obliczenia sugeruj¡, »e mo»emy spodziewa¢ si¦ rezultatów podobnego typu,
jak te otrzymane przez Morgenbessera, Shallita i Stolla. Ponadto planujemy wzmocni¢ ich
wynik dla sumy cyfr sb w ogólnej sytuacji.

Druga cz¦±¢ projektu po±wi¦cona jest wariacjom na temat hipotezy postawionej przez Cu-
sicka w 2012. Mówi ona, »e dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej t suma cyfr w zapisie
binarnym liczby n + t jest w ponad poªowie przypadków (liczonych ze wzgl¦du na n) wi¦k-
sza lub równa sumie cyfr n. Cho¢ istnieje prosty sposób na rozstrzygni¦cie prawdziwo±ci
hipotezy dla dowolnej konkretnej warto±ci t, dotychczas nie udaªo si¦ rozwi¡za¢ jej w peªnej
ogólno±ci. Znane s¡ jedynie cz¦±ciowe wyniki, uzyskane w pracach Drmoty, Kauersa, Spiegel-
hofera, Emme, Huberta, Stolla, Wallnera i innych. Gªównym celem tej cz¦±ci naszego projektu
b¦dzie badanie problemów analogicznych do hipotezy Cusicka, gdzie zamiast sumy cyfr w za-
pisie binarnym wyst¦puj¡ inne interesuj¡ce funkcje (w tym blokowo addytywne). Mi¦dzy in-
nymi, oryginalna hipoteza mo»e by¢ traktowana jako stwierdzenie dotycz¡ce ró»nicy sko«czonej

s2(n+ t)− s2(n). Planujemy zbada¢ jego naturalne uogólnienie na ró»nice sko«czone wy»szych
rz¦dów. W szczególno±ci, wst¦pne obliczenia sugeruj¡, »e stwierdzenie odpowiadaj¡ce hipotezie
Cusicka dla ró»nicy drugiego rz¦du s2(n+ 2t)− 2s2(n+ t) + s2(n) powinno by¢ prawdziwe dla
wszystkich t. Oprócz tego, podobnie jak w pierwszym temacie, zamierzamy rozwa»y¢ problem
powstaªy poprzez zast¡pienie funkcji s2 przez funkcje zliczaj¡ce bloki. Jeszcze inn¡ mody-
�kacj¡ hipotezy Cusicka, któr¡ jeste±my zainteresowani, jest pytanie jak cz¦sto speªnione s¡
jednocze±nie obie nierówno±ci s2(n + t) ≥ s2(n) oraz s2(n + t) ≥ s2(n + 2t), zadane przez
Spiegelhofera i Stolla.
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