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BRZEGI GRUP HELLY’EGO

streszczenie popularnonaukowe

Grupa to podstawowe pojecie matematyki, ktore stuzy do wyrazania symetrii réznych obiektow.

W geometrycznej teorii grup bada sie zwiazki pomiedzy grupami a przestrzeniami (spelniajacymi
pewne geometryczne warunki), na ktorych dziataja (wyrazajac ich symertie). W ten sposoéb powstaje
polaczenie pomiedzy dwiema dziedzinami matematyki — geometria i algebra, ktére umozliwia lepsze
zrozumienie grup poprzez badanie przestrzeni i vice versa. Dziedzina ta ma swoje poczatki w latach
80-tych XX wieku, czerpie inspiracje z kombinatorycznej teorii grup, topologii algebraicznej i geometrii
rézniczkowej.

Nasz projekt wpisuje sie w ogblny trend badania grup dziatajacych na przestrzeniach niedodatnio
zakrzywionych. Pojecie niedodatniej krzywizny ma swoje korzenie w geometrii rézniczkowej; wiaze sie
ono z tym, ze kule w przestrzeniach o niedodatniej krzywiznie sa wypukte.

W badaniach planujemy skupi¢ sie na grupach dziatajacych na grafach spetliajacych wlasnosé
Helly’ego lub na przestrzeniach injektywnych, lub, w wickszej ogélnosci, na przestrzeniach z tzw. bi-
combingiem (tj. takich, dla ktorych istnieje wybor przyporzadkowujacy kazdej parze punktéw pewna
krzywa je laczaca o minimalnej dtugosci, tzw. geodezyjna, ktéry w sposéb ciagly zalezy od tej
pary i spetnia pewne dodatkowe warunki), ktore to mozna traktowaé¢ jako przyktady klas przestrzeni
niedodatnio zakrzywionych. Jest to stosunkowo nowy kierunek badan w geometrycznej teorii grup,
jednak, co ciekawe, samo pojecie injektywnosci i graféw Helly’ego pojawiato sie wielokrotnie w roz-
woju matematyki, w roéznych jej dziedzinach, definiowane na rézne sposoby, ktore okazywaly sie by¢
réwnowazne. Injektywnosé przestrzeni powoduje, ze posiada ona bicombing, ktéry zdaje sie upod-
abniaé¢ ja, w pewnym sensie, do przestrzeni spetniajacych inny warunek na niedodatnig krzywizne
zwany CAT(0), ktory polega na tym, ze trojkaty ztozone z segmentéw geodezyjnych sa nie grubsze od
trojkatoéw na plaszezyznie o bokach tych samych dtugodci.

Projekt skupia sie na badaniu brzegéw grup (w nieskoriczonosci). W uproszczeniu, powstaja one w
nastepujacy sposob. W mysl gtéwnej idei geometrycznej teorii grup, zamiast grupy mozemy rozwazy¢
przestrzen, na ktorej ona dziata (w kontrolowany sposob). W tej przestrzeni wybieramy pewien punkt i
patrzymy na punkty w ustalonej odlegtosci od niego, mozna o nich myéleé jako ,brzegu” zbioru wszyst-
kich punktéow w odlegtosci nie mniejszej, niz ta ustalona. Mozna zaobserwowaé, ze biorac coraz wieksza
odlegltosé, widziany przez nas obrazek coraz bardziej upodabnia sie do pewnego bardzo regularnego, a
jednoczesnie skomplikowanego tworu — brzegu grupy.

Celem projektu jest rozpoczecie systematycznych badan brzegéw w przypadku grup dziatajacych
na grafach Helly’ego, przestrzeniach injektywnych i przestrzeniach z bicombingiem. Tematyka ta jest
nowa, pojecia w niej uzywane nie zostaly doktadnie zdefiniowane ani zbadane. Dzieki lepszemu zrozu-
mieniu brzegéw mozna dokltadniej zrozumieé¢ znane przyktady grup oraz tworzyé nowe, o potencjalnie
egzotycznych wlasnosciach.



