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Popularnonaukowe streszczenie projektu

Zadziwiajaca wlasno$cig praw przyrody jest fakt, iz proste modele zbudowane w oparciu o te
prawa potrafimy opisa¢ za pomoca formut analitycznych. Méwimy, ze takie modele sg rozwigzy-
walne. Dzieje si¢ tak dlatego, iz wéréd praw przyrody mamy prawa zachowania. W przypadku
modeli opisanych za pomocg réwnan rézniczkowych zwyczajnych, prawa zachowania to catki
pierwsze. Niektore z tych prawa zachowania maja charakter uniwersalny. Na przykfad, prawo
zachowania energii ma taki wlasnie uniwersalny charakter. Jednakze, nawet w przypadku pro-
stych modeli, uniwersalne prawa zachowania nie wystarczaja do tego bySmy mogli opisac je ana-
litycznie. Na przyktad, do rozwigzania problemu Keplera i zagadnienia dwéch cial, nie wystar-
cza znajomo$¢ prawa zachowania energii, pedu i momentu pedu. Dodatkowe catki pierwsze dla
problemu Keplera okreslone sg wektorem Laplace’a—Rungego-Lenza. Jednakze, fakt istnienia
tych calek nie jest wcale oczywisty.

Badania w projekcie po$wiecone sa problemowi w jaki sposéb znajdowac¢ takie ,nieoczywi-
ste” catki pierwsze, w modelach, ktérych ewolucje mozna opisa¢ za pomoca réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Uktady réwnar rézniczkowych mozna znalez¢ w niemalZze kazdej dziedzinie
nauki poczawszy od astronomii, fizyki, mechaniki, chemii, matematyki finansowej, a skoriczyw-
szy na biologii czy tez ekologii. Jezeli badany model posiada catki pierwsze w iloéci wystarczaja-
cej do jego opisu w analitycznej formie, to méwimy, iz taki model (lub odpowiadajacy mu uktad
rownan rézniczkowych) jest catkowalny. Pierwsze wyniki dotyczace obecnosci calek pierwszych
i catkowalno$ci mozna znalez¢ juz w stynnych Principiach Newtona. Od tego czasu wielu wybit-
nych matematykéw i mechanikéw skupilo swoja uwage na szukaniu jawnych rozwigzan réwnan
rézniczkowych opisujgcych znane uktady fizyczne.

Poszukiwanie narzedzi umozliwiajacych rozréznienie uktadéw catkowalnych (o regularnej
dynamice) od uktadéw niecatkowalnych (o nieregularnej i chaotycznej dynamice) ma dlugg hi-
storie. Wiekszoé¢ znalezionych metod ma powazne ograniczenia, gdyz albo pozwalaja bada¢ cat-
kowalno$¢ tylko w bardzo waskiej klasie funkgji lub tez wymagajq aby badany uktad miat pewne
szczegOlne wlasnosci, co znacznie ogranicza ich zastosowania. Dopiero pod koniec dwudzieste-
go wieku pojawily sie efektywne narzedzia matematyczne pozwalajgce na badanie istnienia catek
pierwszych. Jednym z nich jest teoria Moralesa—Ramisa. Pozwala ona uzyskiwac silne, konieczne
warunki catkowalnoéci sformutowanie w jezyku rézniczkowej teorii Galois. Moga one by¢ wy-
korzystywane zaré6wno do dowodzenia niecatkowalnoéci jak i do wyodrebniania klas uktadéw
podejrzanych o catkowalnos¢.

Ze wzgledu na trudnosci techniczne teoria Moralesa—Ramisa byta stosowana na przyktadach
specjalnych klas uktadéw hamiltonowskich. W projekcie proponujemy jej rozszerzenie na n-
wymiarowe uktady réwnan rézniczkowych zwyczajnych. W szczegdlnosci wielowymiarowych
uktadéw hamiltonowskich w przestrzeniach zakrzywionych. Uktady tego typu pojawiaja si¢ w
teorii wzglednosci i kosmologii. Przyktadowo, najbardziej znane rozwigzania réwnar Einsteina,
metryki Schwarzschilda i Kerra, majg catkowalny strumieni geodezyjny. Uktady opisujace ruch
punktéw materialnych wzdtuz geodezyjnych s bardzo wazne w zrozumieniu geometrii rozma-
itoSci. Badanie catkowalnosci i znajdowanie rozwigzan uktadéw réwnan geodezyjnych stato sie
bardzo popularne ze wzgledu na ich fizyczne znaczenie jako trajektorii masywnych czastek po-
ruszajacych sie po réznych zakrzywionych rozmaitoéciach. Warto podkresli¢, iz wykrywanie fal
grawitacyjnych jest Scile zwigzane z opisem ewolucji w czasie odleglosci przestrzennej miedzy
dwoma ciezkimi punktami materialnymi na geodezyjnych w metryce Zipoya-Voorheesa.

Projekt ma charakter interdyscyplinarny. Warunki catkowalnosci wyrazaja sie przy pomocy
zaawansowanego aparatu matematycznego: rézniczkowej teorii Galois, obliczenia maja charak-
ter numeryczny jak i symboliczny wymagajacy zastosowania algebry komputerowej. Opraco-
wane metody, twierdzenia i algorytmy oraz znalezione nowe catkowalne przypadki beda inte-
resujace zarowno dla specjalistow z teorii uktadéw dynamicznych jak i naukowcéw z réznych
dzialéw nauk Scistych i przyrodniczych wykorzystujacych w swoich badaniach uktady réwnan
rézniczkowych.



