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Wlasno$é rozszerzania a metody geometrycznej teorii funkcji
(Streszczenie popularnonaukowe)

Fundamentalne twierdzenie H. Cartana méwi, ze kazda funckja holomorficzna na analitycz-
nym podzbiorze V obszaru pseudowpuktego €2 rozszerza si¢ holomorficznie na calty obszar €. Nie
jest jednak prawdg, ze kazda holomorficzna i ograniczona funkcja na V rozszerza sie do funkcji
holomorficznej i ograniczonej na €.

Jeszcze rzadziej sie zdarza, by ograniczona funkcja holomorficzna rozszerzala sie do ogra-
niczonej funkcji holomorficznej o tej samej normie, a jedli juz tak jest, to zachodzi wowczas
pewna specjalna zalezno$¢ pomiedzy zbiorem analitycznym V' i obszarem (2. Pytanie o te¢ za-
leznosé, postawione przez W. Rudina w 1969, ma dwie istotne motywacje. Pierwsza z nich
dostarczana jest przez teorie zbior6w spektralnych (m.in. nieréwnosé von Neumanna dla komu-
tujacych operatoréw na przestrzeniach Hilberta), druga natomiast lezy w problemie interpo-
lacyjnym Nevanlinny-Picka. Wiadomo, ze zawsze istnieje rozmaitosé (zbiér analityczny) V na
ktorym wszystkie ekstremalne rozwiazania danego problemu interpolacyjnego istnieja, nierzadko
za$ mozna zbiér V opisaé, lub podac jakies jego wlasnosci. Jesli V miatby wlasno$é rozszerzania,
to analize problemu mozna rozbi¢ na dwie czesci: znalezé jedyne rozwiazanie na )V a nastepnie
badaé, jak rozszerza sie ono na caly obszar Q.

Istnieje jeden prosty sposéb konstruowania przyktadéw majacych wlasnosé rozszerzania. Mo-
wimy, ze V jest retraktem analitycznym (2 jesli istnieje odwzorowanie holomorficzne r : 3 — Q
takie, ze obrazem r jest V oraz r|y jest identycznoscia. Jesli V jest analitycznym retraktem, to
f or zawsze jest rozszerzeniem f do ) zachowujacym norme. W 2005 Agler i McCarthy opu-
blikowali w Ann. of Math. prace, ktérej glowny wynik mowil, ze jesli Q jest bidyskiem i V jest
algebraiczny, to bycie retraktem analitycznym jest jedynym sposobem, by zbiér mial wianos$é
rozszerzania. Praca ta, przetlomowa w tej dziedzinie, bazowala na metodach majacych korzenie
w Teorii Operatoréw. Nie maja one szans na ugolnienia do innych obszaréw, czy choéby nawet
wyzej] wymiarowych polidyskow.

W 2019r. Agler, Lykova i Young wskazali obszar C-wypukty, w ktérym wystepuja zbiory ma-
jace wlasnosé rozszerzania i niebedace retraktami. Obszarem tym jest zsymetryzowany bidysk,
zbiér postaci G := {(z + w, zw) : z,w € D}.

W przeciggu ostatnich lat poczyniony zostal duzy postep w rozwiazaniu postawionego przez
Rudina problemu. Niemniej jednak wymaga on wciaz dalszej analizy, a jego badanie prowadzi
do szeregu otwartych pytan i stawia dalsze hipotezy i problemy. To wladnie inspiruje i stanowi
gltéwna motywacje niniejszego projektu.

Projekt sklada sie z czterech gtéwnych zadan, a wokoét kazdego z nich znajduja sie problemy
o réznym stopniu trudnosci. Czes¢ na pewno jest w zasiegu dobrego doktoranta; inne wymagaé
beda zapewne nietrywialnych pomystéw i idei. Ale nawet czesSciowe rozwiazania beda interesujace
i z cala pewnoscia przyczynia sie do rozwoju tej teorii.

W atakowaniu i rozwiazaniu probleméw postawionych w projekcie potrzebny bedzie szeroki
wachlarz narzedzi z analizy zespolonej i funkcjonalnej. Wiekszos¢ z nich jest standardowa, czesé
wymagaé bedzie dopasowania czy udoskonalenia, a cze$¢, mamy nadzieje, zostanie rozwinigta
podczas wykonywania projektu. Wigkszo$¢ postawionych probleméw jest natury czysto teore-
tycznej, choé¢ niektore moga zostaé rozwiazane za pomoca wspieranych komputerowo metod.



