Nr rejestracyjny: 2022/45/N/ST6/04232; Kierownik projektu: mgr Jana Novotna

W poszukiwaniu szybszych algorytméw: Wykluczanie podpodziatow i
grafow krawedziowych

Jana Novotna

Wyobrazmy sobie mape potaczen miedzy miastami, elektryczna sie¢ przesylowa, strone internetowa
lub zbiér zadan do wykonania. Wszystkie te rzeczy mozemy badaé pod katem interesujacych nas
wlasnosci, jednak z matematycznego punktu widzenia wygodnie jest zapomnieé o wiekszosci szczegdtdw i
skupi¢ sie przede wszystkim na strukturze, ktora opisuje relacje pomiedzy interesujacymi nas obiektami.
Taka strukture nazywamy grafem, obiekty wierzchotkami, a zwiazki pomiedzy dwoma obiektami
krawedziams. Przykladowo, wierzchotki moga reprezentowac¢ zadania, ktore trzeba wykonaé, a krawedz
pomiedzy dwoma zadaniami oznacza, ze nie mozna wykona¢ ich w tym samym czasie.

Jednym z probleméw grafowych, ktory od dawna cieszy sie niestabnaca popularnoscia, jest problem
kolorowania graféw. Chcemy przypisa¢ wierzchotkom grafu kolory w taki sposéb, ze zadne dwa
sasiadujace (potaczone krawedzia) wierzcholki nie dostana tego samego koloru. Dla danego grafu, jaka
jest najmniejsza mozliwa liczba koloréw, gwarantujaca istnienie takiego ,,bezkonfliktowego” kolorowania?
Taki problem, i wiele jego wariantéw, znajduje zastosowanie w $wiecie rzeczywistym, w tym takze przy
planowaniu zadan: w naszym przyktadzie wierzchotki w tym samym kolorze reprezentuja zadania, ktére
mozna wykonywaé w tym samym czasie. Najmniejsza liczba koloréow, ktéra mozemy ,,bezkonfliktowo”
pokolorowaé graf odpowiada najkrétszemu czasowi potrzebnemu na wykonanie wszystkich zadan.

Niestety, problem kolorowania graféw jest NP-zupelny, co oznacza, ze nie istnieje algorytm, ktéry
szybko znajdowalby rozwiazanie dla dowolnego grafu (zakladajac sltynna hipoteze P # NP). Co
wiecej, okazuje sie, ze problem 3-kolorowania, w ktérym pytamy, czy dany graf da sie bezkonfliktowo
pokolorowaé¢ uzywajac tylko trzech koloréw, choé¢ wydaje sie tatwiejszy, réwniez jest NP-zupelny.
7 drugiej strony, wiele trudnych obliczeniowo probleméw staje sie istotnie tatwiejszych, jesli zatozymy,
ze wejéciowy graf nalezy do pewnej ustalonej klasy (czyli posiada dodatkowe wlasnosci, z ktorych
mozemy skorzystaé¢ przy projektowaniu algorytmu). Tak wiec pytanie, ktére mozna sobie zadaé, brzmi:
dla ktérych klas graféw mozemy zaprojektowaé efektywny algorytm rozwigzujacy nasz problem, a dla
ktérych pozostaje on trudny obliczeniowo?

W projekcie skupimy sie na klasach graféw, ktére moga by¢ zdefiniowane przez zabranianie pewnych
struktur — jesli F jest ustalonym (niekoniecznie skoficzonym) zbiorem graféw, mozemy rozwazaé grafy,
ktore nie zawieraja w swojej strukturze zadnej kopii grafu z F. Takie grafy nazywamy F-wolnymi.
W przykladzie ponizej zbiér F sklada sie z jednego grafu (z krawedziami jak w literze ,H”). Graf na
srodkowym rysunku nie jest F-wolny, ale graf na prawym juz tak (zawiera ,dodatkowe” krawedzie).
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Projektowanie algorytméw lub dowodzenie trudnosci problemu w oparciu o charakteryzacje przez
zabronione struktury zyskuje coraz wiekszg popularno$¢ na przestrzeni ostatnich lat. Najwieksze
zainteresowanie budza klasy graféw, ktére moga byé zdefiniowane przez zabronienie jednego lub
kilku grafow, jak réwniez catej rodziny o specyficznych wtasnosciach. W projekcie najwicksza uwage
pos$wiecimy klasom graféw scharakteryzowanych przez nieskonczone rodziny zabronionych struktur,
ktore powstaja z jednego grafu F' przy pomocy dwoch operacji: wziecia podpodziatu (kazda krawedz
F zostaje zastapiona dowolnie dlugg Sciezka) i grafu krawedziowego (ktéry, intuicyjnie, reprezentuje
sasiedztwa pomiedzy krawedziami F').

Celem projektu jest zbadanie, jak nieobecnos¢ poszczegolnych struktur w grafie wejsciowym wplywa
na ztozonosé¢ problemu, oraz, w szczegdlnosci, uzyskanie nowych, szybszych algorytméw w rozwazanych
klasach graféw. Chcemy podejs¢ do zagadnienia na dwa sposoby: z jednej strony, skupimy sie
na analizowaniu strukturalnych wlasnosci graféw F-wolnych (dla ustalonego F), aby uzy¢ ich do
projektowania efektywnych algorytméw dla wielu probleméw. Z drugiej strony, bedziemy szczegbétowo
bada¢ strukture graféw wejsciowych oraz potencjalnych rozwigzan konkretnych probleméw. Szczegdlny
nacisk potozymy na problem 3-kolorowania graféw.




