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Logiczne i epistemologiczne kryteria naturalnos$ci w podstawach matematyki

Gtéwnym celem projektu jest lepsze zrozumienie asymetrii pomigdzy dwoma rodzajami teorii badanych
w podstawach matematyki: teoriami naturalnymi (lub: istotnymi) z jednej oraz sztucznymi (lub ad hoc) z
drugiej strony. Nasz projekt wpisuje si¢ w nurt filozofii formalnej, w ktdrej aparat wspotczesnej matematyki
wykorzystywany jest do modelowania i wyjasniania probleméw filozoficznych.

Z punktu widzenia logiki formalnej teoriq moze by¢ nazwany wtasciwie dowolny zbidr zdan. Takie pode-
jScie jednak nie chwyta podstawowych intuicji naukowych, zgodnie z ktérymi kazda teoria powinna by¢ teoriq
czegos: powinna opisywac jakie$ zjawisko, modelowac zwiazki pomigedzy pewnymi pojeciami lub przyna-
jmniej czgsciowo spetniaé jeden z tych warunkéw. Wiele teorii, ktére sa badane w podstawach matematyki
spetnia to kryterium: pojawiaja si¢ jako wynik analizy struktury liczb naturalnych (takie jak np. kanoniczna
teoria liczb naturalnych, czyli Arytmetyka Peana, PA), podstawowych rezultatéw analizy matematycznej (jak
np. podsystemy Arytmetyki Drugiego Rzedu), badan nad pojeciem prawdy (Aksjomatyczne Teorie Prawdy)
Iub hierarchia zbioréw (teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla lub teoria klas von-Neumanna—-Godla—Bernaysa).
Teorie takie nazywa si¢ czgsto istotnymi lub naturalnymi.

Czy kaida teoria rozwazana w podstawach matematyki jest podobnie naturalna, co teorie wymienione
powyzej? Skupmy si¢ teraz na teoriach w logice pierwszego rzedu, ktérych niesprzeczno$¢ na obecnym sta-
dium rozwoju nauki nie jest kwestionowana. W pewnym sensie kazda niesprzeczna teoria w logice pierwszego
rzgdu jest o czyms: na mocy klasycznego i podstawowego dla logiki matematycznej twierdzenia o petnosci,
dla kazdej niesprzecznej teorii bedziemy w stanie wyznaczyC precyzyjnie zdefiniowana strukture, w ktorej
wszystkie aksjomaty tej teorii beda prawdziwe. Pomimo tego, samo kryterium niesprzeczno$ci wydaje sig¢
zbyt stabe: istnieje wiele niesprzecznych teorii, ktérym ewidentnie brakuje glebszej filozoficznej motywacji
i zdaja si¢ by¢ jedynie sztucznie dobranymi niesprzecznymi zbiorami zdan. NajczgSciej pojawiaja si¢ jako
kontrprzyktady dla intuicyjnych hipotez, stawianych na podstawie do§wiadczen naukowcéw z pracy z natu-
ralnymi teoriami. Na przyktad: powyzsza lista naturalnych teorii (po uwzglednieniu podstawowych wynikéw
dyscypliny) nasuwa nastgpujace przypuszczenie: kazda naturalna teoria U ma bezposrednia nastgpniczke, tj.
naturalng teori¢ V, ktéra jest SciSle silniejsza od U, ale pomigdzy U i V nie ma juz zadnej teorii. Zatem, czy
kazda teoria ma bezpoSrednia nastgpniczke w tym sensie? Zdecydowanie nie: dla przyktadu, nie istnieje na-
jstabsze niesprzeczne wtasciwe rozszerzenie PA (zatem mozna wskaza¢ nieskoficzenie wiele teorii, ktérych
"infimum" jest PA). Co wigcej, istnieja niesprzeczne rozszerzenia PA, ktére uporzadkowane pod wzgledem sity
logicznej maja strukturg zwyktego porzadku na liczbach wymiernych. Taka sytuacja powtarza si¢ dla kazdej z
powyzej rozwazanych naturalnych teorii.

Majac na uwadze przyktady z powyzszego paragrafu mozemy zapytac czy jest jakas$ istotna réznica natury
pojeciowej pomigdzy naturalnymi i sztucznymi teoriami? Czy istnieje jakieS glgbsze uzasadnienie tego, ze
pewne teorie przyciagnety uwage logikéw, matematykow i filozoféw zajmujacych si¢ podstawami matem-
atyki? Czy istnieje precyzyjne matematyczne kryterium pozwalajace odseparowad teorie istotne od sztucznie
dobranych zbioréw zdan? Te pytania motywuja badania w naszym projekcie.

W ramach naszego projektu rozréznienie na naturalne i sztuczne teorie bedzie badane z trzech perspek-
tyw. Po pierwsze, bedziemy analizowa¢ intuicyjny poglad, ze naturalne teorie powstaja z wyczerpujacych
opiséw waznych matematycznych struktur, takich jak liczby naturalne czy fragmenty hierarchii zbioréw. W
tym celu zamierzamy badaé, zar6wno pod katem ich wtasnoSci matematycznych, jak i filozoficznych, formalne
pojecia ciasnosci (ang. tightness), solidnosci (ang. solidity) oraz kategorycznosci wewnetrznej (ang. inter-
nal categoricity). Zamierzamy sprawdzi¢ czy ktéres z tych pojeé dostarcza nam dobrego wyjaSnienia pojecia
istotnosci w przypadku teorii studiowanych w podstawach matematyki. Jesli nam si¢ powiedzie, zyskamy
niestychanie intuicyjne pojecie formalne, ktére, w istotnych przypadkach, bgdzie pokrywac si¢ z przedteore-
tycznym pojeciem naturalnej teorii. Po drugie, zamierzamy poddaé analizie filozoficzng wtasno$¢ systemow
formalnych znang jako epistemiczna stabilnosé. W ogblnym zarysie, teoria jest epistemicznie stabilna, jesli
jest poprawna i zupetna wzgledem rozumowan dopuszczanych przez pewne stanowisko w filozofii matem-
atyki. Zamierzamy wyznaczy¢ wlasnosci systemow formalnych, ktére sa konieczne dla epistemicznej stabil-
nosci tych systeméw. Trzecim wymiarem naszego projekt jest poszukiwanie abstrakcyjnych i niezaleznych od
wyboru jezyka charakteryzacji teorii aksjomatycznych. Podstawowa motywacja jest przekonanie, ze istotne
matematyczne idee mozna wyrazi¢ réwnowaznie na wiele réznych sposob6éw i za pomoca réznych konstrukcji
jezykowych, a wybdr jezyka pelni analogiczng funkcje, co wyb6r uktadu wspétrzednych przy opisie zjawisk
fizycznych. Powszechnie podzielana intuicja méwi, ze istotne teorie matematyczne powinny posiadac takie
abstrakcyjne charakteryzacje. Niestety, obecnie znane sa one tylko w kilku przypadkach. Nasz projekt jest
krokiem w kierunku poprawy tej sytuacji.



