
STRESZCZENIE POPULARNONAUKOWE

Poj¦cie grup jest klasycznym poj¦ciem, zajmuj¡cym centraln¡ rol¦ w matematyce teo-
retycznej. Sªu»y ono do opisu symetrii danego obiektu.

Oprócz matematyki, grupy i symetrie maj¡ równie» podstawowe znaczenie w naukach
przyrodniczych. W �zyce grupy pomagaj¡ nam zrozumie¢ Wszech±wiat i s¡ kluczowe,
na przykªad, w teorii strun. W chemii symetrie mo»na wykorzysta¢ do rozró»nienia
stereoizomerów oraz opisania ich ró»nych wªasno±ci chemicznych. W biologii grupy s¡
szeroko stosowane w badaniach kapsydów (�skorup�) wirusów.

Doprowadziªo to do rozwoju dziedziny matematyki zwanej teori¡ grup. W tej dziedzi-
nie badamy (z matematycznego punktu widzenia) struktury algebraiczne utworzone ze
wszystkich symetrii danego obiektu. Niniejszy projekt dotyczy bada« w zakresie teorii
grup.

Chocia» niektóre obiekty, takie jak cz¡steczki lub kapsydy wirusów, maj¡ sko«czone
grupy symetrii, istniej¡ równie» obiekty matematyczne, które maj¡ niesko«czenie wiele
symetrii, takie jak niesko«czona 2-wymiarowa siatka lub caªa 3-wymiarowa przestrze«. To
motywuje badanie niesko«czonych grup. Okazuje si¦, »e takie grupy mo»na bada¢ nie tylko
jako obiekty algebraiczne, ale tak»e geometryczne, w szczególno±ci wykorzystuj¡c poj¦cie
krzywizny, zapo»yczone z geometrii ró»niczkowej (obiekty pªaskie, takie jak blat stoªu,
maj¡ krzywizn¦ zerow¡, a kula, taka jak powierzchnia piªki, ma krzywizn¦ dodatni¡).
Szczególnie interesuj¡ce s¡ grupy zwi¡zane z przestrzeniami niedodatnio zakrzywionymi

(ang. non-positively curved, NPC); byªa to gªówna motywacja w dziedzinie bada« znanej
jako geometryczna teoria grup � stosunkowo mªodej dziedzinie wspóªczesnej matematyki,
wynalezionej 40 lat temu na przeci¦ciu algebry abstrakcyjnej, geometrii ró»niczkowej,
kombinatoryki oraz topologii algebraicznej.

W tym projekcie koncentrujemy si¦ równie» na badaniu klasy grup znanej jako grupy

biautomatyczne, motywowanej teori¡ automatów znajduj¡c¡ si¦ w dziedzinie informatyki.
Z grubsza s¡ to grupy, dla których istnieje algorytm (lub �automat�) wylicz¡cy symetrie
le»¡ce w tych grupach, oraz inne automaty opisuj¡ce algebraiczne relacje mi¦dzy tymi
symetriami. Taki opis pozwala na wykonanie wydajnych oblicze« w grupach biautoma-
tycznych, zapewniaj¡c lepsze zrozumienie tej rodziny.

Chocia» de�nicja grup biautomatycznych le»y gªównie na przeci¦ciu algebry, kombina-
toryki i informatyki, metody geometryczne, takie jak niedodatnia krzywizna, okazaªy si¦
nadzwyczaj przydatne w badaniach tych grup. W szczególno±ci, istnieje wiele grup syme-
trii przestrzeni NPC, które s¡ biautomatyczne, natomiast mnóstwo wªasno±ci grup, które
s¡ powszechne w badaniu niedodatniej krzywizny, jest równie» znanych w kontek±cie grup
biautomatycznych. Niemniej jednak, w niektórych przypadkach taka zale»no±¢ jest bar-
dziej skomplikowana, co niedawno zostaªo zilustrowane przez konstrukcj¦ I. J. Leary'ego i
A. Minasyana niebiautomatycznych grup symetrii przestrzeni niedodatnio zakrzywionych,
odpowiadaj¡c¡ od dawna otwarte pytanie w geometrycznej teorii grup.

Celem niniejszego projektu badawczego jest porównanie i przeciwstawienie klas grup
biautomatycznych oraz grup symetrii przestrzeni NPC. Z jednej strony wªasno±¢ biau-
tomatyczno±ci mo»e da¢ wgl¡d w ró»ne grupy, takie jak grupy Artina � rodzina szeroko
badana w geometrycznej teorii grup, chocia» nie dobrze poznana poza pewnymi okre±lo-
nymi podrodzinami. Z drugiej strony naszym celem jest równie» opracowanie nowych me-
tod pracy ze wszystkimi grupami biautomatycznymi, pozwalaj¡cych znalezienie dalszych
podobie«stw mi¦dzy nimi a technikami u»ywanymi do badania krzywizny niedodatniej.
Takie wyniki mog¡ pogª¦bi¢ nasze rozumienie symetrii, a tak»e jej roli w matematyce,
naukach przyrodniczych oraz informatyce.
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