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Description For The General Public

Teoria mnogosci to dziat matematyki badajacy zbiory nieskonczone. Jednym z jego gléwnych osia-
gnigé jest wyodrebnienie zasad podstawowych, aksjomatow , ktére tacznie opisuja nasze zasadnicze
intuicje na temat zbioréw. Te aksjomaty, znane jako aksjomaty teorii mnogosci Zermela—Fraenkla z
aksjomatem wyboru (ZFC) sa podstawowymi zasadami orzekajacymi, istnienie jakich zbioréw bazowych
mozna przyjaé oraz jakie procedury mozna stosowac, by uzyskac¢ nowe zbiory z tych bazowych.

Jak si¢ jednak okazuje, istnieja zdania o zbiorach takie, ze ani tych tez, ani tez ich negacji nie mozna
zredukowaé logicznie do ZFC. Moéwimy, ze zdanie jest nierozstrzygalne (na gruncie ZFC) jesli ani
ono, ani jego negacja nie wynika logicznie z ZFC. To, ze zdania nierozstrzygalne istnieja, stanowi tres¢
stynnego twierdzenia Goedla o niezupetnosci, ktére glosi, ze zdanie méwiace o niesprzecznosci ZFC jest
nierozstrzygalne. To zdanie jednak jest wysoce zawite i wykorzystuje zjawisko samoodniesienia. Cho¢ to
zaskakujace, istnieja tez jednak bardzo proste zdania o bardzo prostych zbiorach, ktére sa kompletnie
nierozstrzygalne wewnatrz ZFC. Fakt ten stanowi duze wyzwanie dla badaczy teorii mnogosci, zwlaszcza
ze nie potrafimy w praktyce wskaza¢ zadnych kolejnych podstawowych zasad, ktére mozna by doda¢ do
ZFC jako aksjomaty, aby rozstrzygnac te proste pytania, na ktére powinniSmy umie¢ odpowiedzie€.

Program Goedla to kierunek badan teoriomnogosciowych, ktérego cel stanowi znalezienie hierarchii
naturalnych cho¢ wysoce nieoczywistych, podstawowych zasad, ktére beda w stanie rozstrzygac stop-
niowo coraz wigcej zdan nie rozstrzygnigtych przez ZFC. Cho¢ program ten odniést ogromny sukces,
uzyskano w jego ramach kilka takich hierarchii, ktére nie sa wzajemnie logicznie spdjne. Co wigcej,
niektdre z centralnych pytan teorii mnogosci, ktére nie sa rozstrzygalne, jak hipoteza kontinuum znajduja
wzajemnie sprzeczne rozstrzygnigcia na gruncie tych hierarchii naturalnych aksjomatéw nieskonczonosci.
Program Steela to kierunek badan, ktérego celem jest unifikacja wszystkich tych naturalnych zasad
teoriomnogoSciowych poprzez wskazanie wzajemnych biinterpretacji wspomnianych hierarchii. Biinter-
pretacje takie uzyskuje si¢ poprzez konstrukcje kanonicznego modelu danej teorii wewnatrz modelu innej
teorii.

Nadrzgdnym celem proponowanego projektu jest osiagnigcie zamierzef programu Steela dla dwéch
najlepiej opisanych hierarchii, hierarchii aksjomatéw forsingowych i hierarchii aksjomatéw determinacji.
Forsing to narzedzie stuzace do konstrukcji nowych modeli ZFC, wychodzac od danego modelu, po-
przez dodanie do niego pojedynczego zbioru. Metoda ta zostata odkryta przez Paula Cohena w latach
sze$cdziesiatych i stanowi jedno z gtéwnych narzgdzi dowodzenia nierozstrzygalnosci zdan. Aksjomaty
forsingowe méwia, ze znaczne fragmenty takich nowo dodanych zbioréw mozna juz znalezZ¢ w wyjscio-
wym modelu. Aksjomaty determinacji zas to aksjomaty teoriogrowe, ktére postuluja, ze gry nieskoniczone
s zdeterminowane. Gra jest zdeterminowana, jesli ktéryS z graczy ma strategiec wygrywajaca.

Zaréwno aksjomaty forsingowe, jak i aksjomaty determinacji rozstrzygaja mnostwo pytan, ktérych nie
da si¢ rozstrzygnaé na gruncie ZFC. Sa one jednak wzajemnie sprzeczne. Gléwnym celem tego projektu
jest wykazanie, ze zobowiazanie si¢ do aksjomatéw forsingowych w istocie pociaga za soba zobowia-
zanie do aksjomatéw determinacji i vice versa. Mozna to osiagnaé pokazujac, ze modele aksjomatéw

forsingowych da si¢ znaleZz¢ wewnatrz modeli determinacji i vice versa.



