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Ztozonosc i opisywalnos$¢ borelowska w analizie:
od wolnosci do polskosci

Tomasz Kania

Tak zwany paradoks Banacha—Tarskiego jest wysoce zaskakujacym twierdzeniem, méwig-
cym, ze kule w przestrzeni tréjwymiarowej mozna podzieli¢ na pie¢ kawalkéw, ktore po
odpowiednich obrotach i przesunieciach dadza sie ztozy¢ w dwie identyczne kule z ta wyjsciowa.
Pozorna paradoksalnosé¢ w przypadku tego twierdzenia polega na tym, ze kawalki te sa w
pewnym mocnym sensie niekonstruowalne (nie mozna przyporzadkowaé im tréjwymiarowej
objetosci), stad, na przyklad, nie mozna przeprowadzié¢ ich konstrukcji w rzeczywistosci
fizycznej. Konstruowalnoéé (nawet w bardziej restrykcyjnym sensie) lezy w sercu dzialu
matematyki, nazywanego opisowa teoria mnogoéci, ktéra stara sie badaé ztozonos$¢ podzbiorow
przestrzeni polskich, tj. obiektow matematycznych, ktore, méwiac obrazowo, nie sa bardziej
skomplikowane niz zbiér liczb rzeczywistych. Badanie ztozonosci probleméw dotyczacych, na
przyktad, klasyfikacji obiektéw matematycznych, pozwala oddzieli¢ te ktére sg nieuchwytne
poprzez swoja inherentng niekonstruowalnosé od tych, ktore dodatkowo maja pewne dodatkowe
pozadane wlasnosci, zwiazane z takimi pojeciami jak obliczalnosc.

Punktami przestrzeni polskich moga by¢ obiekty matematyczne okreslonego typu, co pozwala
rozwazaé problemy zwiazane ze ztozonoscia wtasnosci tychze. W analizie funkcjonalnej — dziale
matematyki zajmujacym si¢ liniowymi i ciaglymi przeksztalceniami przestrzeni (na ogét o
nieskoniczonym wymiarze) — idea ta zostala uzyta w przypadku trzech fundamentalnych klas
obiektéw: osrodkowych przestrzeni Banacha (najbardziej podstawowych obiektéw z punktu
widzenia analizy funkcjonalnej), osrodkowych C*-algebr i algebr von Neumanna dajacych sie
reprezentowaé na osrodkowych przestrzeniach Hilberta (te dwie ostatnie klasy obiektéw byty
wprowadzone celem formalizacji mechaniki kwantowej). W przypadku C*-algebr istnieje w
literaturze kilka podejs¢ do budowy przestrzeni polskiej ztozonych z tychze, jednak po dzi$
dzien nie wiadomo czy zlozonosci danych problemoéw opisywanych w réznych przestrzeniach
polskich od nich zaleza badz nie. Wszystkie wspomniane tutaj konstrukcje sprowadzaja sie do
zauwazenia, ze dane obiekty mozna zanurzy¢ w jeden wiekszy (uniwersalny) obiekt, co staje
sie w naturalny sposéb podwaling dalszej konstrukeji (dla osrodkowych przestrzeni Banacha
mozliwosé ta wynika z twierdzenia udowodnionego przez Godefroy’a i Saint-Raymonda z
2018). Podejscie to opiera si¢ jednak takim klasom obiektow, ktére nie maja naturalnego
obiektu uniwersalnego w tym sensie, do ktérych zaliczaja sie (o$rodkowe) algebry Banacha
(przestrzenie Banacha z okreslonym mnozeniem, ktére jest ciagle).

Zasadniczym celem projektu jest budowa zunikowanego podejécia do konstrukcji takich
przestrzeni polskich ztozonych z obiektow matematycznych, ktore bedzie oparte na dokladnie
przeciwnym podejéciu. Zamiast oczekiwaé istnienia obiektu, ktéry jest uniwersalny ze wzgledu
na wlozenia bedziemy rozwazaé dostatecznie duze tzw. obiekty wolne w danych klasach
obiektow, ktore cechuja sie tym, ze daja sie zrzutowac na wszystkie obiekty z rozwazanej
klasy. Centralna hipoteza dotyczaca takiego podejscia, poza pewnym walorem unifikacyjnym
dla poddziedzin analizy funkcjonalnej, jest potencjalna wieksza prostota w osigganiu nowych
wynikéw sprowadzalnych do opisywalnoéci badz konstruowalnosci zbioréw obiektéw majacych
okre$lone wlasnosci, co mozliwie zaowocuje efektywniejsza klasyfikacja (badz wykaze jej
niemoznos¢) réznorakich struktur matematycznych pojawiajacych si¢ w analizie matematycznej,
ale réwniez w innych dzialach matematyki.



