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Pomiary kwantowe sg kluczowymi narzedziami do uzyskiwania informacji o stanach kwantowych.
W kwantowej teorii informacji operatory pomiaru sa reprezentowane przez dodatnie miary warto-
Sciowane operatorami (POVMy), czyli zbiory operatoréw példodatnio okreslonych, ktére sumuja sie
do operatora identycznos$ciowego. Szczegdlnie przydatne sa pomiary informacyjnie kompletne, pozwa-
lajace na wykonanie pelnej tomografii stanu kwantowego (uzyskanie kompletnej wiedzy o stanie).
Wiéréd najpopularniejszych wysoce symetrycznych operatoréw pomiaru wyrédznia sie dwie klasy po-
miaréw projektorowych. Symetryczne, informacyjnie kompletne (SIC) POVMy skladaja si¢ z takich
operatoréw, dla ktérych iloczyn Hilberta-Schmidta miedzy réznymi parami zawsze zwraca te sama
warto$¢. Bazy wzajemnie nieobciazone (MUBy) tworza maksymalne zbiory projektoréw ortogonal-
nych, gdzie prawdopodobienstwo przejécia miedzy dwoma projektorami na wektory réznych baz jest
state. Co ciekawe, SIC POVMy i MUBYy sa czesto analizowane w tym samym kontekscie. Oba te obiek-
ty sa przyktadami zespolonych konstrukeji projektorowych (complex projective designs), odpowiada-
ja plaszczyznom afinicznym (ale z zamienionymi rolami punktéw i linii), sa operacyjnie powiazane
przez jednoczesna mierzalno$é¢ i znajduja wazne zastosowania w tych samych zadaniach kwantowego
przetwarzania informacji. Przyktady ich implementacji doswiadczalnych obejmuja szacowanie stanéw
kwantowych, dystrybucje klucza kwantowego, wykrywanie splatania, kwantowe protokoty komunika-
cyjne i teleportacje kwantowa. Wszystko wskazuje na to, ze te dwa obiekty matematyczne sg ze soba
Scidle powiazane.

Celem mojego projektu jest definicja, analiza i konstrukcja operatoréw pomiaru o stabszych wie-
zach symetrii, ale analogicznych wtasciwosciach i zastosowaniach. We wstepnych wynikach pokazuje,
ze SIC POVMy i MUBYy sa szczegdlnymi przypadkami bardziej ogdlnej koncepcji: rownolicznych zbio-
réw wzajemnie nieobcigzonych pomiaréw symetrycznych, ktére sa informacyjnie kompletne. Dalsza
analiza ujawnia dwie dodatkowe klasy operatoréw pomiaru w kazdym wymiarze skoniczonym. Co cie-
kawe, parametry mozna dobra¢ w taki sposéb, ze operatory pomiaru sa projektorami, ale nigdy rzedu
pierwszego. W nastepnym kroku wprowadzam zbiory nieréwnolicznych POVMéw, gdzie nietrywialne
rodziny operatoréw pomiaru sg obserwowane juz na poziomie kubitéw. Ponadto informacyjnie kom-
pletne zbiory tworza konstrukcje koniczne (conical designs, uogdlnienie zespolonych konstrukeji pro-
jektorowych na operatory nieprojektorowe) tylko wtedy, gdy spelniaja pewne rygorystyczne warunki.
W ramach projektu rozwazane beda alternatywne uogélnienia pomiaréw symetrycznych. Pozbycie sie¢
pewnych ograniczen, takich jak informacyjna kompletnosé¢ czy staty élad operatoréw, pozwala na zdefi-
niowanie rodzin operatoréw pomiaru, ktérych elementy spetniaja mniej restrykcyjne warunki symetrii.
Moze to ujawnic¢ szczegblne wlasciwosci algebraiczne, ktére pozostawaly do tej pory nieobserwowalne.
Co wigcej, wstepne badania sugeruja, ze mniej symetryczne pomiary moga potencjalnie znalezé réwnie
szerokie zastosowania teoretyczne i eksperymentalne, jak maksymalnie zsymetryzowane SIC POV My,
MUBYy i ich nieprojektorowe uogélnienia.

Pobocznym celem projektu jest odpowiedz na pytanie, czy istnieja kompletne zbiory MUB6w i SIC
POVMéw w dowolnym wymiarze skonczonym. Znalezienie dodatkowych analogii miedzy strukturami
tych obiektéw mogloby byé pomocne w ustaleniu zwigzku miedzy ich sposobami konstrukcji. Wiado-
mo, ze w wymiarach ztozonych istniejg SIC POVMy, ale dla MUBéw pytanie pozostaje otwarte. Z
drugiej strony znane sa metody konstrukcji maksymalnych zbioréw MUBOw w dowolnych wymiarach
pierwszych i ich potegach, co obecnie pozostaje nieosiggalne dla SIC POVMéw. Dlatego pierwszym
krokiem jest ustalenie, czy istnieje siedem MUBOw w wymiarze szes¢ lub czy istnieja SIC POVMy
w (najlepiej nieskonczonym) ciggu wymiaréw. Wspomniane problemy otwarte sg popularne zaréwno
wérod matematykow, jak i fizykoéw, poniewaz sa proste do sformutowania, ale technicznie nietrywialne.

Podczas moich badan planuje wykorzystywaé narzedzia matematyczne z dziedzin algebry liniowej,
analizy funkcjonalnej i teorii reprezentacji, aby zapewni¢ satysfakcjonujacy opis operatoréw pomiaru
oraz ich wilasciwosci. Rozwazajac mozliwe zastosowania operatoréw pomiaru w informatyce kwanto-
wej, zamierzam wykorzystaé zaawansowane metody fizyki teoretycznej i matematycznej. Oczekuje, ze
niniejszy projekt otworzy nowe kierunki badan oraz pomoze sformutowaé¢ nowe twierdzenia matema-
tyczne.



